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DM - Résumé

|.  Apprentissage non supervisé

1. Mesure de distance entre clusters
Plus proche voisin :

D(Cy,C,) = min{D(xi,xj),xi €Cy,x; € C,)
Distance des centres de gravité :

D(C1,C;) = D (1, 42)
Distance moyenne :
Dixiecy ijecz D(xi'xj)
nin;

D(CL Cz) =

2. Qualité d’un clustering

Inertie intra-cluster (within) :
Variance des points dans leur cluster

Jk = Z D2 (xy, px)

X;ECk

Il. Apprentissage supervisé
1. Décision Bayésienne
a. Définitions et formules

ho =

Diameétre maximum :
D(Cy,C,) = maX{D(xl-,xj),xl- € Cypx; € C,)}

Distance de Ward :

nin,;

D(uy,
n +n, (U1, p2)

D(cll 62) =

Inertie inter-cluster (between) :
Eloignement des centres de gravité

b= Z Nsz(.“k»H)

{Cl,...,cK} X — Rd c/l = {al,...,am} ‘gjk = l(ajlck)
Classes Espace des Ensemble des actions Codt de I'action a; pour une
caractéristiques observation de Cy,
P(xIC)P(CL) N
X1Ck k
PG PE=CilX =) =——p= P =xlC=C)  Px() =) PRICIP(C)
k=1
Proba. a Proba. a posteriori Loi conditionnelle de Loi marginale de x
priori xaCy
C Rinoy (D R(D(x)|0)Py(x) d X - A
R(aj|x) - Z ljk]P)(Cklx) moy( ) = jx (D(x)|x) Py (x) dx D:yx argminR(aj|x)
j=1m
k=1

Risque conditionnel de I'action

a; pour x
b. Discrimination entre 2 classes
P(x|Cy) a,
Lo =—2Y py = {
P(x|C3) a

c. Classification binaire a co(it 0-1 et rejet

Classification binaire

Risque moyen d’une regle de décision

si L(x) =7
si L(x)<n

Reégle de décision de bayes

_ (£12 — £22)P(Cy)
1= o — 61)P(CY)

avec

Classification binaire avec rejet (az)

; R(a;]x) =1 —P(Cy|x)
Risques
| R(az]%) = 1— P(C,lx)
) 1
Décision D(x) = {al siP(Cylx) > 5
a, sinon
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R(a;|x) = P(C;|x)
R(a;|x) = P(Cy]x)
R(as|x) = «a
a, siP(Cilx) > P(Cylx)etl —a
a, siP(Czlx) > P(Cilx) etl —a
as sinon
a € [0;0,5] & [100% ; 0%] rejet

D(x) =
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d. Cas gaussien et fonctions discriminantes
i. Matrices de covariance identiques : LDA
g;(x) =InP(G|x)P(x) =wx +w;, w; =Z""; w;, =InP(¢;) - %,u]TZ‘luj
ii. Matrices de covariance différentes : QDA

1_ 3 1 3
9;00) = xTWx +wilx +wy, Wy =37y wy =37y wi, = pj 37y = Inf%] + InP(C;)
Ill. Régression logistique

P(Cylx) e®i 0 16,

! = T | = = = — D , —
B 1 K10 =470 2 n = PO = T PO =1opon= g S
N N
L= Zzi logp; + (1 —2z)log(1—2z) = ZziqbiTH — log(l + e¢iT9) maxL < min] = —£L
i=1 i=1
V. SVM

x; ERP y; € {—1;1} Onveut une frontiére de décision linéaire f(x) =w'x + b
La distance du point x au plan H séparant les données (f(x) = 0) est :

wix—x) wx—w'xy, wix+b
Iwl| Iwl| lwl|

d(x,H) =

Onveut y;f(x;) = If(x)| > 1= f(x) €]—0; —1[ U ]1;+0o0[ LamargeestM = ﬁ

n n
1 T
max a; — E aiajyl-ijl- Xj
i=1 j=1

. 2 . . .
min =||lw maximisation de la marge
2” I 8 s s a; =0
s.c. y;f(x;) =1 points bien classés n
Z a;y; =0
i=1

Les vecteurs supports sont ceux tel que y; f(x;) = 1

1
A

b se détermine grace aux vecteurs supports. M =

Cas non séparable :

On rajoute une variable de relachement &; et un coefficient C de pénalité

n n
1 T
1 N max Z a; — EZ al-ajyl-y]-xi x]-
min > Wl + CX_ ¢ i=1 j=1
& sc 0,20
s yif(x)=1-4¢; 0
;=0
fl Z a;y; = 0
i=1

a; = C pour les points mal classés.
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V. Dérivées
1. Dérivée premiere
a. Gradient

aJ aj 1"

V](xo) = a_xl' ,E

Propriété : Au point x,, VJ(x,) est | alaligne de niveau, son sens va dans le sens de J croissant.

b. Dérivée directionnelle

(e) |

by = IO TR ) = gy

=0

c. Regles de calcul pour la dérivée
DUi+al) =Dh+al, | D(h(U,) =Di(z=1),) Defo(x) | VaTx=a | VxTAx=24x
2. Dérivées secondes

a. Dérivée directionnelle au sens de Gateaux
D]x(x + ed) - D]x(x)
£

D?J(x,d) = lim
&-0

b. Matrice Hessienne

62
[H, (x)]ij 0% (x)

- Oxiaxj
Calcul partique : A partir de la dérivée de (&) = D,J(x + &d), identifier ¢’ (0) = d"Hy(x)"d
c. Développements limités

Jx+d) = J(x)+eV](x)Td = J(x) +V,J(x)"d +%dTHd

VI. Généralités sur I'optimisation
p variables, m contraintes d’égalité, n contraintes d’inégalité

Contraintes C Vo RMN {hi (x) =0 {H(x) = (hy, -, B)T =0
g <0 7 6(x) = (G Im)T <0
Domaine de faisabilité @ QO = {x € R¢; H(x) = 0 et G(x) < 0}
Fonctioncoiit /:Q ~» R

Domaine de la fonction colit | dom ] = {x € ); —c0 < J(0) < +o0}

Si @, fonction colit impropre : pas de solution
Minimum global 8* | J(0*) <J(0) V&6
Minimum local 8 | j(8) <j(8) Vo ||6-0|<e
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VII.  Optimisation convexe sans contraintes
1. Condition d’optimalité
a. Existence de solution
J est coercivité | ||x|| » o0 = J(x) — oo (fonction infinie a I'infini)
Jestpropre | 3x|J(x) ER
3 solution globale | Si ] continue, propre, coercive, min,, /(x) admet une solution globale
b. Conditions d’optimalité
1% ordre | x, solution = VJ(x,) = 0
2°™ ordre | x, solution = VJ(x,) = 0 et H(x,) définie positive
VJ(x) = 0 et H(x,) définie positive = x; solution locale

Convexité | | est convexe et x, respecte condition d’optimalité
= Xy = X" solution globale

2. Optimisation itérative

Xps1 = X + prdy lim x;, = x* = argmin J (x)
k—oo x€ERM
i. Direction de descente d (V]Td < 0)
o Gradient: d; = —VJ 0(n)
. Gradient conjugué : d;, = —V] + Brd,_; 0(n?)
. Quasi-Newton : d, = —BVJ (Ex: B = diag(H)™) 0(n?)
. Newton: d, = —H™1V] 0(n?)
VIIl.  Optimisation convexe sous contraintes
1. Avec contraintes d’égalités
Probléme Lagrangien Conditions d’optimalité
D P
{;2]%&1711](96) L(x, 1) = J(x) + Z )lej(x) V.L=0 = V,Jx)+ ZliVxHj(x) =0
s.c.H(x) =0 j=1 j=1
A; multiplicateurs de Lagrange v/le =0 = Hj x)=0

2. Avec contraintes d’inégalités

a. Lagrangien et conditions d’optimalité

Probleme Lagrangien Conditions d’optimalité KKT
. 5 7 Stationarité : VL(x,A) =0
pingles) G <0
se. H(x) = L(x, A, 1) =](x)+z/1jHj(x) +Zui0i(iAdm- primale : H(x) =0
et G(x) <! j=1 =1 Adm. duale : w; =0

Aj multiplicateurs de Lagrange

Complémentarité : p;g;(x) =0
b. Probleme dual

Le probléme dual est |L(u, A) = min, L(z, 4, ,u)|
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